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ANHANG B KUGELKOORDINATEN UND - FUNKTIONEN

B.1 DIE GRUNDGLEICHUNGEN IN KUGELKOORDINATEN

B.1{a} Bewegungsgleichung

In Kap. 1.1(a} wurden die generalisierten Koordinaten p;, g; der Hamiltonfunktion

angesprochen. Wegen der Kugelgestalt der Erde ist es fir die Meteorologie nahe-
liegend, insbesondere bei der Untersuchung globaler Aspekte, statt der kartesischen
Koordinaten q; = x, v, z Kugelkoordinaten q; = A, ¢, r zu verwenden, wobei a der .
Langenwinkel ist, der den Abstand vom Greenwich - Meridian mif3t, und ¢ der Breiten-
winkel, der den Abstand vom Aquator miRt. Kugelkoordinaten werden auch zur
Definition des Raumwinkels verwendet {— Kap. 7.2(b), Formel (7-7})). In der
dortigen Skizze entspricht der "Horizont" dem Aquator, der "Zenit" dem Nordpol und
der Azimutwinkel « entspricht der geographischen Lange A. Die Breite ¢ als "Aquator-
Abstandswinkel” entspricht dort einem "Horizont- Abstandswinkel”, also nicht dem in
Kap. 7.2(b) verwendeten "Zenit-Abstandswinkel" & 2 90°-¢. - Die generalisierten

Geschwindigkeiten sind gegeben durch

(':|i = dg/dt = A, ¢, T Bei Anwendung des Operators

d d - 3 - 3 - 3

at T~ st *t Y5 * 923, " B ag;
auf g, selbst muf3 sich eine Identitdt mit q, ergeben:

dq; éq; . 8q; . 8q; . 4q; : aq; _ 0o aq; _
=0, gz =

gt - 3t *Yag, *Rag, tBag % 7 B Bik

Das bedeutet, dal die generalisierten Koordinaten zeitunabh&ngig und orthogonal sein
miissen. Die generalisierten Geschwindigkeiten werden verwendet in der in Kap. 1.6
und in Kap. 10.1(a) erwahnten Lagrange-Funktion zweiter Art. Sie wird mit der Kine-

tischen Energie K und der Potentiellen Energie ¢ gebildet und lautet im Absolut-

system

L = KIA)(qi-di) - ‘I’(A)(qi)

Hinkelmann {1969) Uberfiihrt die Bewegungsgleichung in Kugelkoordinaten durch eine

entsprechende Spezialisierung der generalisiertenKoordinaten und Geschwindigkeiten.
Als Bewegungsgleichung verwendet Hinkelmann (1969):

d oL oL _ 1%

dt 3q, 9q, p 3q,

Verglichen mit den in Anhang D.3 angegebenen Lagrange-Gleichungen H. Art ist hier
jedoch durch den Druckgradienten dp/3q, eine "Mischform" mit einer Euler'schen
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Darstellung vorgegeben worden. Das Problem der Gewinnung einer Euler'schen
Hydrodynamik aus dem Hamiitonprinzip ist hier also nicht gelést worden (— jedoch
Kap. 10.3(c)}. - Die Gewinnung der sphéarischen Bewegungsgleichung gelingt aber
dennoch. Zunachstbestimmen wirdie Lagrange - Funktion und die Bewegungsgleichungen
in kartesischen Koordinaten /im Absolutsystem, wo wir den Wind mit v, bezeichnen:

v2 o+ v2 4+ v2
L = 12-"32 - (I)(A)(X,y,Z) = - ;v = B Q(A)(Xf‘lrz)

{lm Relativsystem muf man K* und &# durch Relativkoordinaten ausdriicken). Wegen
dLfav,, = v,, und -3Lfax = 9%Al/ax folgt sofort

{A) dv
ax 8% top a _ _ g _ 1 p
dt F) p Ax dt P

UmzuKugelkoordinaten iiberzugehen, verwenden wir folgende Beziehungen zwischenden
kartesischen und den spharischen Inkrementen

_—,?_V;SA=-—SX—;Sr=Sz so dal

(B-1) 3¢ I cosg

(B-2) Vy=r¢EV(p r Vx=rCOS§0?'lEV?t . Vz=f'EVr

Dabei sind die GréBen ¢, A, r generalisierte Geschwindigkeiten, v, v, und v, je-
doch nicht. - In der Lagrange-Funktion werden jetzt die Kinetische und die Poten-
tielle Energie im Absolutsystem durch den Relativwind v = v, - v; und das Schwere-
potential ("effektives Potential") ¢ = #/A'- v2/2 ausgedrickt {— Kap. 2.2(f)):

2
e o) el - L[z -

V = rcospre, + Toe,+re

mit

Vi=0xF = [0sing & + wCOSp €] xT & = [ wCOSp €
v-v = 2o cos? A

durch Einsetzen erhalt man

1
2

L ; [ r’cos?y [ AMir20 i] S ] - a{x,@,r1)

L

[ rPcos?e 2% + rip? + 12 + 2r%w cos’e A ] - ®{A,0,r) oder

I

Das ergibt die folgenden Bewegungsgleichungen

. a9 18
gf[rzcosz<p[h+w]]~[—ﬁ] =_5£
. - - . a

(Ej{f [I’zqo] - [rZCOSqJ [A2+ ZwA]( ~sing ) -g—z] - - %‘3_27
gT(f)—[rcosch[i2+2wi]+rgb2—g?] =-%g_':
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Entsprechend {B-2} werden hier Vor Vs Vr eingesetzt:

d 2 2 18 .

af[rcoswv;t+rcos<pw] = —Eg {i)

gt[rvq,]+v;2ttango+v;t2wrsingo= -%g—z (i}
2 2

d Va Vo 3% 1 3p

a"f V[ - "';'—' - VA 2w COSyp - r— + ﬁ - :(_)- BT (l")

Durch Anwendung der Produkt- und Kettenrege! fir (i) und (ii), durch Division von
{i) und (ii} durch r cosy bzw. r sowie mit f = 2w sinpg, | = 20 cose ergibt sich

1 ap

at f T e oM crwsea W
dvgo qu v, v2 tang 1 8p .
(8—3) dt + __[__ + A T + fVA = - r—p % (H)
2 2
a—dvr - V—?‘—V—qJ— lv +3_<I> = -lﬂ’. {iii}
t r r A or p ar

wobei die totale Ableitung in Kugelkoordinaten gegeben ist durch

d 3 Vi o Ve 3
r

B-4  F& = 3t * vooss A i T

In der Literatur werden die drei Komponentengleichungen {B-3) und die totale
Ableitung (B-4) haufig ohne die Terme argeschrieben, welche hier durch Unterstriche
gekennzeichnet sind. Eine "grofirdumige Scale - Analyse” ergibt, daf} sie gegeniber
den anderen Termen vernachlassigt werden kénnen. - Kann man diese sphéarischen
Gleichungen auch ohne den "Umweg" Uiber generalisierte Koordinaten gewinnen, indem
man die beka&fén kartesischen Komponentengleichungen mit Hilfe von {B-1) und (B-2)
direkt Uberflihrt? Die x-Komponente der Bewegungsgleichung lautet nach Kap 3.1(b}

1 8p
=fv, - Iv, - — =
dt v 2 p ax

z

also nach Anwendung von v, = v, Vv, =V, V, =V, & = 3x/{rcosg A):

dvy 1 ap
= - Ll s I
dr - qup Iv, 5 T COs ¢ ox {(FEHLER /)

Dies ware offenbar falsch, denn gegentber (B-3) (i} fehlten zwei Terme, namlich
vV, /r und Vavy tang/r! Eine direkte Uberfiihrung einer in kartesischen Komponenten
geschriebenen Gleichung in Kugelkoordinaten ist also nicht erfaubt! Sowohl die
kartesischen als auch die spharischen Komponentengleichungen (B-3) kann man nur
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"direkt" gewinnen, entweder durch Spezialisierung von Gleichungen in generalisierten
Koordinaten oder durch Komponentenzerlegung aus vektoriellen Gleichungen. Die
Herleitung der sphérischen Gleichungen aus kartesischen Gleichungen fihrt jedoch zu
den hier aufgedeckten Fehlern. Um den Grund dafiir kennenzulernen, betrachten wir im
folgenden die Komponentenzerlegung der vektorieflen Bewegungsgleichung nach
spharischen Koordinaten. Dazu reicht es aus, den vektoriellen nichtlinearen Advek-
tionsterm zu betrachten:

. . . d . 2 a .
(B-b} v-Vv = [V;\n +Vp i +v,k] (1 rcosg an t g * k 37] [Val +Vpl +v,k]

Das erste Skalarprodukt kann ausmultipliziert werden. So erhélt man den Advektions-
operator in Kugelkoordinaten:

v v
S AR B 3

(B-6) v-vo= rcosg o» ' 1 d¢ r

Bei der "anschlieBenden” Anwendung dieses Operators auf v = v,i + vyj + vk ist die
Produktregel zu beachten, denn es sind auch Ableitungen nach den Basisvektoren zu
bilden! Diese verschwinden nur bei Verwendung kartesischer Koordinaten! Hier ist
also unbedingt die REGEL zu beachten, dal3 man bei der Zerlegung einer Vektor-
gleichung in nichtkartesische Koordinaten erst differenzieren mul, und dann erst die
Komponentenbildung durch Multiplikation mit den Basisvektoren vollziehen darf.
Bildet man namlich schon im ersten Schritt die Komponenten, so fallen bei der
entsprechenden Skalarmultiplikation die Basisvektoren in vyi + v, i + vk fort, auf
die aber der Operator {B-6) im Rahmen der Produktregel noch zugreifen miRte! Genau
dieser Fehler ist bei dem "wetbotensn Umweg" der Ableitung sphérischer Gleichungen
{iber kartesische Gleichungen geschehen. Daraus folgt aber, daR auch eine vekto-
rielle horizontale Bewegungsgleichung nicht direkt in sphéarische Koordinaten zerlegt
werden darf, da auch hier bereits "vorzeitige" (horizontale) Komponentenbildungen
stattgefunden haben, die eine Berilicksichtigung der Ortsabhangigkeit von k ver-
hindern. Die Beriicksichtigung der Ortsabhangigkeit der Basisvektoren in Kugelkoor-
dinaten erfolgt (ber die dreidimensionalen Frenet'schen Formeln:

ai di

3—A=Slntpj—COS<pk a—q)=0 ?37:0
_ ) I . aj _ aj _
(B-7} s Sing i Jo = k Br“O
8k . ok . ok
75 = Cosp i %—] a—r_O

Berilicksichtigt man diese Formeln in der Auswertung der advektiven Beschleunigung

Vi 3 Vo 8 d . .
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und fihrt man die Komponentenbildungen durch Skalarmultiplikation mit i,j,k erst
danach durch, so erhalt man (B-3)} mit allen Termen. - Auch bei der Verwendung der
natarlichen Koordinaten in Kap.3.3(a} muf3ten wir nichtverschwindende Ableitungen
der Basisvektoren beriicksichtigen. Das geschah mit Hilfe der "Frenet'schen Formeln
in der Ebene" {3-25):

%=K.Sn,g—2=—lcst mitpcs=1—

RS
at an _ : 1
é‘ﬁ=Knn,m——Knt mltKn—R—

n
Die entsprechenden spharischen Formeln (B-7) sind einerseits natlrlich allgemeiner,
weil sie die dritte Dimension ins Spiel bringen (daher sind es 9 statt 4 Gleichun-
gen), andererseits sind sie spezieller, weil statt der beliebigen und ortsabhiéngigen
Krimmungen «, und &, nur die Krimmungen 1/r bzw. 1/{rcosp} von Lingen- und Brei-
tenkreisen auftreten kénnen. - Zur weiteren Veranschaulichung betrachten wir nach-
einander die Anderungen in -, r- und A- Richtung.

Ableitungen nach ¢: Die Schnittebene durch einen Langenkreis A {A = const)} ist eine
Ebene, in der die Frenet'schen Formeln {3-25} gelten, wobei j A t der Tangential-

vektor ist, - k 2 n der Normalvektor und i der "Binormalvektor". Der letztere bleibt
konstant in der Schnittebene, d.h. 3i/3p = 0. Weiterhin folgt

aj _ aj A at AT

% = r*év = r"a*g = rKSn = F( k) q.e.d
% 8k A _8(-n) _ AT,

3% =~ "y - "as - TRt = 5 qed

Ableitungen nach r: Bei Anderung von r bleiben i, j, k invariant, daher verschwin-
den alle Ableitungen nach r.

Ableitungen nach A: Die Schnittebene durch einen Breitenkreis ¢ (¢ = const) ist
keine Ebene, in der die Frenet'schen Formeln gelten: Zwar ist i der Tangentialvektor
an den Breitenkreis ¢ = const, aber weder j noch k liegen in der Ebene und weder j
noch k kdnnen der Normalvektor sein. {Es ist keine "Schmiegeebene”)! Daher sind die
Ableitungen nach A innerhalb (B-7) nicht aus den Frenet'schen Formeln in der Ebene
erklarbar! Wir begnlgen uns mit einer Plausibilititsbetrachtung: Eine "Fahrt" auf
einem Léngenkreis ist eine Fahrt “(ber einen Berg". Dabei "senkt sich" j, d.h.
3j/dp = - k, und kx "kippt nach vorn® d.h. 38k/3p = j. Dies ist eine qualitative
Begriindung der Ableitung nach ¢, aber wir konnen die gleiche Betrachtung auch fir
die Ableitungen nach A anstellen: Eine "Fahrt" auf einem Breitenkreis ist eine Fahrt
"Gber den Berg" und "durch eine Linkskurve", wie die foilgende Skizze veran-
schaulicht.
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Nordpol jA ey LA

Breiten-
kreis ¢

Aquator

Langenkreis A

k ist der Normalvektor nach oben. Er wird durch die Linkskurve nicht beeinfluft,
aber er kippt wegen der "Bergfahrt" nach vorn, d.h. 8k/oa = i

j ist der Normalvektor nach links. Er wird durch die Fahrt "liber den Berg" nicht
beeinflult, aber dreht sich wegen der Linkskurve "nach hinten weg”, d.h. 3j/ax = -i

i ist der Tangentialvektor. Er dreht sich in der Kurve nach links und er senkt sich
wegen der "Bergfahrt”, d.h. 8i/oa = j und 8i/a = - k.

Die Faktoren in diesen Proportionalitatsbeziehungen sind sing bzw. cosp. Auch das
ist plausibel: Der "Kurveneffekt" ist proportional zu sing {er ist in Polndhe am
gréBten und verschwindet am Aquator). Der "Bergeffekt" ist proportional zu cose
(er verschwindet bei der engen "Umkreisung” des Nordpols und ist am Aquator am
groliteny).

B.1{b) Kontinuitdtsgleichung

Auch die Uberfilhrung der Kontinuititsgleichung in Kugelkoordinaten wurde von

Hinkelmann (1969) durch Spezialisierung generalisierterKoordinaten und Geschwin-
digkeiten vorgenommen. Bei Verwendung der Summenkonvention giit

8q,
(B-8) 1535 D) + 54 = O

wobei D folgendermaRRen aus einer Determinante zu gewinnen ist:

2 B 2 (A)
(B-9) D=J|LL_~’=J|§_K___|

2q; 9 8q; aq,
Da in der Determinante D2 nur Ableitungen nach generalisierten Geschwindigkeiten

vorkommen, ist von

L = K®g,q) - o{g)
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Nordpol iltey A

Breiten-
kreis ¢

Aquator

Langenkreis a

k ist der Normalvektor nach oben. Er wird durch die Linkskurve nicht beeinflut,
aber er kippt wegen der "Bergfahrt" nach vorn, d.h. 3k/ax = i

j ist der Normalvektor nach links. Er wird durch die Fahrt "lber den Berg" nicht
beeinflu&t, aber dreht sich wegen der Linkskurve "nach hinten weg", d.h. 3j/aa = -i

i ist der Tangentialvektor. Er dreht sich in der Kurve nach links und er senkt sich
wegen der "Bergfahrt”, d.h. 9i/oa = j und 3i/or = - k.

Die Faktoren in diesen Proportionalitétsbeziehungen sind sing bzw. cosp. Auch das
ist plausibel: Der "Kurveneffekt" ist proportional zu sing ({er ist in Polndhe am
groRten und verschwindet am Aquator). Der "Bergeffekt” ist proportional zu cose
{er verschwindet bei der engen "Umkreisung” des Nordpols und ist am Aquator am
grofdteny).

B.1(b) Kontinuitdtsgleichung

Auch die Uberfilhrung der Kontinuitatsgleichung in Kugelkoordinaten wurde von

Hinkelmann {1969) durch Spezialisierung generalisierter Koordinaten und Geschwin-
digkeiten vorgenommen. Bei Verwendung der Summenkonvention gilt

aq.
B-8 15 % (D) + % _0

wobei D folgendermalRen aus einer Determinante zu gewinnen ist:
5 ~
(B-9) D = “ A S J

3q; 2q;
Da in der Determinante D2 nur Ableitungen nach generalisierten Geschwindigkeiten

52K (A |ﬁ
3q; aq

vorkommen, ist von

L = K#g,q} - o¥)q)
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nur der Summand KA zu verwenden. Statt eines Beweises begniigen wir uns wie bei der
Bewegungsgleichung mit einer "Probe” in kartesischen Koordinaten. Mit

{A) 1 2 2 2
K™= 5 (Vg + Vay + Vg3)

I

(Vaxr Vayr Va, sind die Komponenten des absoluten Windes), folgt

1 00
2 0A)
8°K
W‘= 85? -1

d.h. D =1. Wegen V-v, = V-{v+vy) = V-v (die Filhrungsgeschwindigkeit v; = axr

ist divergenzfrei} folgt aus (B-8) die bekannte Kontinuitatsgleichung. -  Nun
uns

spezialisieren wirvauf Kugelkoordinaten und verwenden wieder die Komponenten v,, Vi

v, des Relativwindes.

2

w _ 1 B .
K —2{v+vf] V. =Twcosg i —

1 . . 2 .
_2[[vh+rw005<p]l+v(p1+vrkJ VA—rCOSq}?\ —

2

Il

%[rzcoszqo [i +w] + e’ 52-]

Hier muBten die generalisierten Geschwindigkeiten q, = A, ¢, T eingesetzt werden,
weil nach ihnen abzuleiten ist:

rlicos?g O O
52 kA
3q; aq;

= 0 r2 0 = r cosy

0 o 1

Aus D = r’cosy und {B-8) ergibt sich:

1 d 2 oA  dp ar
m a—;E [Pr COS(P] + gx + -é-a + :9"}“ = 0
1 dp r - 8A  Bp . dr _
"5 a—f + —r - tanw ¢ + ﬁ + % + a—r = 0
1dp . 2V. tang 1 va  1dvy dv.
(B-10) sdtt T 1 V§o+rCOS§o @ Ttrag tar - 0 oder

1 dp 1
(B-11) pdt * rcosw{ah * dp

avy  dlvycose) } . av, 2v,
ar

Wegen |v,| « v, ist nach einer Scaleanalyse der unterstrichene Term zu vernach-
lassigen. Vergleichen wir (B-10) mit der Vektorform (1/p)dp/dt + V-v = O der Konti-
nuitatsgleichung, erhalten wir auch die Divergenz in Kugelkoordinaten:
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1 x 19V V.  tang v o+ 2v,

B-12) vv - rcosg an T T 3p T Br r e r

vergleicht man dies+tmt mit dem Advektionsoperator {B-6), so kommt noch einmal die
Rolle der spharischen Frenet'schen Formeln (B-7) zum Ausdruck: In (B-6) ist der
Operator Vv noch "hungrig". In (B-12) dagegen hat er schon v und damit auch die
Basisvektoren i, j, k "verarbeitet". Dald tatsdchlich die in {B-12) "zusatzlichen"
Terme -vytane/r und 2v,/r aus den Frenet'schen Formeln (B-7) resultieren, zeigt
eine explizite Berechnung von
o i 8 o 3 1 . :
vv_[—rcosgﬂ—ai-l--r———(;.‘-kﬁ][VAI+V@J+Vrk]

unter Beachtung der Produktregel und {B-7}. Analog zur Umformung von {B- 10} nach
(B-11) gilt auch die Darstellung

1
{B-13) V-v = rcosw{

vy alvycosy) av, 2v,
a 3¢ } M- T

Die Kontinuitatsgleichung hat im Relativ- und im Absolutsystem die gleiche Form. Das
liegt daran, dal} die Divergenz der Fihrungsgeschwindigkeit ru cosg i verschwindet,

was man bei Anwendung von {B-13) sofort sieht.

B.1{c) Erster Hauptsatz

Driuckt man den ersten Hauptsatz durch die Potentielle Temperatur aus, z.B. im
adiabatischen Fall de/dt = 0, so bereitet die Darstellung in Kugelkoordinaten
keinerlei Probleme. Es ist lediglich die Form {B-4} des individuellen Zeitoperators
zu verwenden. Die Frenet'schen Formeln (B-7) kommen nicht zur Anwendung, da nur der
Skalar 6 abzuleiten ist. Schreibt man den adiabatischen ersten Hauptsatz allerdings
in der Form pc,, dT/dt = -pV-v, so kommen die Frenet'schen Formeln (B-7) doch zum
Einsatz, und zwar mit dem Ergebnis (B-12) oder {B-13) fiir v-v.

B.1(d) Barotrope Vorticitygleichung

Die barotrope Vorticitygleichung lautet im z-System:

| [+3]

2 2
(B-14) tvhw+J[w,vhw+f] = 0

o3

Sie entsteht aus (4-26) im p-System, wenn dort dw/dp = O gesetzt wird und somit
der Erste Hauptsatz abgekoppelt wird (— Kap. 4.6). Zur Bestimmung des Laplace-
Operators V% in Kugelkoordinaten sind wiederum die Frenet'schen Formel (B-7) zu
beachten:
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2 o_ (48 . aY(;_ 28 . .3
ho rcose ax ~ J Tap rcosp o 3 73p
. o1 18 ;.08 _ 1 8
r2cos?p a2 r2 gg? o r2cosp Jp
2 2
B-15) v> - —1 & 18  tangd
h rZcos2p a2 r2 92 rz ¢

Obwohl nach der Produktregel i und j nach a2 und ¢ abgeleitet werden, ergibt nur
3j/oan = - sing i einen nichtverschwindenden Beitrag. Ferner ist in kartesischen Ko-
ordinaten mit beliebigem «

also in Kugelkoordinaten mit {B-1):

ay da By da _{ 1 aya 1 agaa}oc

Jy,a) = = wo 1 oo
rcosg ax rdp 3¢ rcose oA

r2cosg 3x 3¢ r2cose dp A
In (B-14)} ist a = vﬁw + f. Offenbar folgt fiir den f-Anteil wegen f = 2w sing (d.h. f
hangt nicht von a ab}:

20

Jlg T
1) r2 ax

Der ganze Jacobi-Operator in (B-14) lautet also

1 &y a 1 8y a 2 20 3y
B-16)  J{y, v2 Q={ ——-——__ﬁv 20 24
( ) [l!f Al r2cosg 9 d¢ r2cosg dp A S rz o

mit {B-15) fir vﬁw. - Um die Vorticitygleichung (B-14) in Kugelkoordinaten zu for-
mulieren, muR man nur noch die Operatoren in der Klammer der rechten Seite von
{B-16) um /a3t erganzen. Setzt man {B-15) ein und multipliziert die ganze Gleichung

mit r2, so folgt

(B-17)

2 2
9t " r2cosp 9 8¢ r2cose dp A dp2 dp cos?p 92 A

Diese nichtlineare Gleichung wird in Kap. 3.13 analytisch geldst! Dazu mdssen jedoch
im nachsten Kapitel noch einige mathematische Hilfsmittel bereitgestellt werden.
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B.2 LEGENDRE-POLYNOME UND KUGELFUNKTIONEN

Die Legendre-Differentialgleichung lautet

B-18) & [ [1-x7] %] Pix) = - n(n+1) P.x)
Dies ist eine Eigenwertgleichung: n{n+1}, n = 0,1,2, ... sind Eigenwerte, die

Legendre-Polynome P, sind Eigenfunktionen. Sie gelten nur fir x < [-1, 1]. Die

"Losungen 1. Art" dieser Gleichung sind durch Polynome n-ten Grades gegeben:

n n
(B-19)  P,(x) = —1 d [x2-1]
2" nt dx"

Die Legendre-Polynome sind "orthogonal” im Sinne der Funktionalanalysis, da
1

8-200 [Py Px) dx = 521,

-1

Die ersten Legendre-Polynome sind gegeben durch

P o= 1

P, = %gi[xh] - x
14

Pz - B dx

(g?[xm]z] _ ;%[2[#-1] 2x] - 3]
)

1 d (d (d (24° 5.3 3
Py = Isai[a;[ai["”] ] = zX X
Durch direktes Einsetzen kann man zeigen, da} die Legendre-Differentialgleichung in
allen Fallen erfillt ist. {(Natdrlich mu® auch noch "von n auf n+1" geschlossen
werden). Die Berechnungen kdnnen durch eine Rekursionsformel vereinfacht werden:
p - 2lyp _ndp

n n n-1 n n-2

Ausgehend von P, = 1 lassen sich die obigen Polynome flirn = 1, 2, 3 direkt nach-
rechnen, und daruberhinaus

P - 1[35x"-30x2+3]
a4 8

1 5 3
P5=8[63x—70x+15x] .S.W.

Die Differentialgleichung fir die "Zugeordneten Legendrepolynome”, auch "aflgemeine
Legendre 'sche Differentialgleichung” genannt, lautet:

d 21 d m m? m m
(B-21) gy [ [1—)(] ai] Palx) = 57 PRbx) = - nin+1) Po(x)

Die Lésungen P} sind wieder Polynome n-ten Grades, denn P, wird m=n mal differen-
ziert und mit einem Polynom m-ten Grades multipliziert. Sie lauten:
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P™(x) = [‘I—x] = P{X) mit m=n Beispiele:

n dxm n

PP = P, = 1

1= Ppo= x Es gilt allgemein PS = P, !
172 172

1 2 d 2

- (1) &x = (1)

P, - [1-><2'”2g,§|='2 - [1—x2]”2 3x

P2 - (1) (&r) - (1 & 3x - 3 (1]

i o (o 8 e (d oo 70w 15.])
P{ = 945 x 1 -x2]2

Durch Transformation der Variablen
X = sing , dX = cosg dg

erhalt man eine trigonometrische Darstellung. Da x € [-1, 1], ist ¢ e [- n/2, =/2].
¢ entspricht der Breite ("latitude") auf der Erdkugel. In der Physik ist es ublich
eine andere Transformation durchzufiihren: x = cose, d.h. dx = - sing. In diesem Fall
ist ¢ € [-7,0]. ¢ wirg dann "colatitude" genannt. Nach dieser Transformation erhalt
man die Legendrej S[E)if?erentialg!eichung sowie die Ldsungen 1. Art:

2
(B-22) [:_@2 ~ tang gﬁﬁ] P.(sing) = - n{n+1) P_(sing) miit
P.(sing) = L d (-cosZp)"

2" n! d(sing)"

sowie die allgemeine Legendre'sche Differentialgleichung und die zugeordneten

Legendrepolynome

2 2
{B-23) [:_wz ~ tang gE - COZ‘Z@] P(sing) = -n(n+1) P™(sing) mit
P"(sing) = cos"p _W—L P {sing)
n d(sing}m n

Sowohi die gewdéhnlichen als auch die zugeordneten Legendrepolynome hangen von einer
Variablen ab (x bzw.¢) und kénnen daher nicht auf einer Kugeloberflache definiert
sein. Eine echte Kugelflaichenfunktion ist dagegen
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(B-24) Y™ = N_ e™ PT(sing) , ms=n

n nm

da durch den Exponentialfaktor zur "Breitenabhéangigkeit” ¢ eine "Lédngenabhangigkeit”
hinzugefiigt worden ist. (N, sind Normierungsfaktoren).

Y™ genigt der Differentialgleichung, die aus der "allgemeinen” Legendre-Differen-
tialgleichung durch die Ersetzung m?2 — - 382/8a2 entsteht. Das sieht man durch
Einsetzen und Abséparieren der ¢-Abhéangigkeit. Die Differentialgleichung for
Kugelflachenfunktionen lautet also

2

(B-25)

2
[a 6 1 2 Y0l = - nin+1) Y7(A0)

— - tang - + —
ap2 Y30 T coszp a2
Durch Vergleich mit (B-15) stellen wir fest, daR die Kugelflachenfunktionen die
Eigenfunktionen des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten sind, mit den Eigenwerten
n{n+1). Die Kugelflachenfunktionen l6sen die "homogene Potentialgleichung”. Far uns
ist interessant, daf3 der Laplace-Operator auch Bestandteil der barotropen Vorti-

citygleichung (B-17) ist.

Geometrische Veranschaulichung der ersten Kugelfldchenfunktionen durch

ihre Knotenlinien (Nullinien}:

n allen folgenden graphischen Darstellungen blicken wir auf die Erdkugel "von Pol
zu Pol" und von den Langen 450°W bis 1359E. Wir benutzen also ein "Gesichtsfeld"
der Erde, das durch das folgende Schemabild der Kugel wiedergegeben ist:

g3
e
S &g = =00 Gesichtsfeld:
< . A A = 45 W bis 135 £
w‘:"js-:s

Auf Normierungen N_, wird im folgenden nicht geachtet.

n Yo o= 1

0

(bis auf Normierung). Hier gibt es keine Knotenlinien. Die Kugelflachenfunktion ist

immer positiv.
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» Yg - A 3[1 - x2] - 3% cos’p
3 .. 2 !
3 cos2x cosp + 3isinZrcosy = O

= 135°, die des Imaginar-

Die Knotenlinien des Realteiles liegen bei A = +45°,

teiles bei A = 0°,A2 = 90°,
77
Re Y3
Im linken Bild ist zu beachten, dald die duRere Berandung des "Gesichtsfeldes" auch
= -45° und bei A = 135°).

Knotenlinien sind (die Nullinien bei A

Zusammenfassung: in allen Beispielen haben Y7 :

nur breitenkreisparallele Knotenlinien, falls m = O
=n

nur langenkreisparallele Knotenlinien, falls m
Schnittpunkte von Knotenlinien, falls O < m < n

Dies gilt auch allgemein. Daher nennt man Y/ :

zonale Kugelflachenfunktionen, falls m = O
sektorielle Kugelflachenfunktionen, falls m
tesserale Kugelftaichenfunktionen, falls 0 < m < n

=h

Ferner erkennt man, dall 2m die Zahl der Nulldurchgadnge auf den Breitenkreisen ist,
und n-m die Zahl der Nulldurchgénge von Pol zu Pol. Daher nennt man m die Wellenzahl

auf den Breitenkreisen, und n-m "meridionale” Wellenzahl.



