Frenet’'sche Formeln und Christoffelsymbole

In der Allgemeinen Relativitatstheorie wird Ublicherweise gelehrt, dass eine partielle
Ableitung eines Vektors nur dann einen Tensor ergibt, wenn man diese Ableitungen in
kartesischen Koordinaten durchftihrt, nicht aber in krummlinigen Koordinaten, wie sie in
Einsteins gekrimmten Raum nun einmal zu verwenden sind. Erst wenn man sogenannte
Christoffelsymbole hinzufiigt, bekommt man wieder Tensoren.

Das hat mir keine Ruhe gelassen, da wir es in der Theoretischen Meteorologie auch mit
krummlinigen Koordinaten zu tun haben, ein abgeleiteter Vektor hier aber trotzdem ein
Tensor ist! Wenn wir z.B. Lagrange’sche Hydrodynamik betreiben, arbeiten wir mit so
genannten naturlichen Koordinaten, die sich an die gekrimmten Trajektorien der
Fluidteilchen anschmiegen. Somit sind die Basisvektoren ortsabhéangig. Bei der raumlichen
Ableitung eines Vektors muss das naturlich bericksichtigt werden: es missen nicht nur die
Komponenten beziglich der Basis abgeleitet werden, sondern auch die Basisvektoren selbst!
Diese Ableitungen werden von den Frenet’schen Formeln geliefert.

Beim Vergleich der "Indexgymnastik" der ART mit dem von mir fast 30 Jahre lang gelehrten
(und in meinem Buch sehr ausfihrlich dargestellten) Tensorkalktl in der Theoretischen
Meteorologie kam mir die Idee, dass man entsprechend verallgemeinerte Frenet’'sche
Formeln auch in der vierdimensionalen und schiefwinkligen Welt der Allgemeine
Relativitatstheorie anwenden kdnnen sollte, und dass sich so ganz zwanglos die
Christoffelsymbole ergeben sollten. Dann ist die Ableitung eines Vektors eben doch ein
Tensor, wenn man eben die ganze Vektorinformation ableitet, nicht nur die
Vektorkomponenten, sondern auch die veranderlichen Basisvektoren, relativ zu denen die
Vektorkomponenten ja erst gelten!

Das Ergebnis meiner Uberlegung ist, dass die von verallgemeinerten Frenet'schen Formeln
gelieferten Komponenten der Anderung der Basisvektoren in der ,alten” Basis gerade die
Christoffelsymbole sind! Das ist mir inzwischen so auch von zwei Physik-Dozenten
unabh&ngig voneinander bestatigt worden. Es ist aber offen geblieben, ob meine Idee langst
praktiziert wird, wenn auch unter anderen Fachbegriffen. Ich halte das fur auf3erst
wahrscheinlich. Sollten Sie, lieber Besucher meiner Webseite, vom Fach sein oder auch
sonst einen Kommentar abgeben wollen, ware ich fir eine Antwort auf
met_lange@yahoo.de auch weiterhin sehr dankbar.

In der Theoretischen Meteorologie wird an Raumkurven r(s), s = Bogenlange, gerne ein
Lhaturliches” (krummliniges) Koordinatensystem angeheftet. Beispiele fur solche
Raumkurven sind Stromlinien, Trajektorien, aber auch z.B. Schnittlinien von isobaren mit
isothermen Flachen, usw. - Ein Basisvektor des gesuchten nattrlichen orthonormalen
Dreibeins ist der Tangentialvektor an die Raumkurve:



t = dr/ds

t ist ein Einheitsvektor wegen |dr| = ds. - Hierzu orthogonal ist dt/ds, denn
t-t =1 ~ d(t-t))ds = 0 = dt/ds-t+t-dt/ds ~ t L dt/ds

(anschaulich: da t nicht ,l&anger” werden kann, kann er sich nur ,senkrecht wegdrehen®). Der
Vektor dt/ds dient nach seiner Normierung auf die Einheitslange als zweiter orthonormierter
Basisvektor n des nattrlichen Dreibeins:

n = (dt/ds) / ks oder

Der Normierungsfaktor 1/ks ist der Krimmungsradius. ks = dt/ds-n heil3t ,erste Krummung*
oder ,Flexion“ (anschaulich: die Drehung dt/ds des Tangentialvektors beim Fortscheiten auf
der Raumkurve ist umso grof3er, je starker die Kurve gekrimmt ist). n heif3t
Hauptnormalvektor. Aust-b = 0 (Orthogonalitat) folgt nach Differentiation nach s:

dt/ds-b + db/ds-n =0 oder ks = dt/ds-n = - dn/ds-t.

Das Dreibein, die ,natirliche orthogonale Basis", wird komplettiert durch dem Binormalvektor
b =txn

Dieser bringt neben der ,ersten* Krimmung «s = dt/ds-n = - dn/ds-t noch eine ,zweite"
Krimmung (Torsion) ins Spiel: ts=dn/ds-b =- db/ds-n. Die Frenet'schen Formeln
beschreiben die Anderungen aller drei Basisvektoren beim Fortschreiten auf Trajektorien,
Stromlinie usw., also auf Raumkurven r(s), d.h. auf den Tangenten - Vektorlinien (,s-Linien®):

dt/ds = Ks N
dn/dS = 'Kst +Ts b
db/ds = -Ts N

M.a.W.: Beim Fortschreiten auf der gekrimmten Raumkurve ergeben sich vektorielle
Anderungen der Basisvektoren des natirlichen Koordinatensystems. Die Frenet'schen
Formeln sind einfach die Darstellung dieser Anderungsvektoren in der Ausgangsbasis, sie
liefern also die Komponenten dieser Anderungsvektoren bei ihrer Zerlegung in der
Ausgangsbasis. - Fur eine feldmafige Beschreibung, also fir die Bildung von Gradienten
vont, n,b:

vt

ot/losds + ot/on dn + ¢ot/ob db
on/osds + on/ondn + on/ob db
ob/os ds + ob/on dn + ob/ob db

Vn
Vb



benotigt man zusatzlich zu den (nun partiellen) Anderungen mit s noch die unterstrichene
Terme, also entsprechende Anderungen von t, n, b auf den Vektorlinien der Haupt- und
Binormalvektoren (den ,n- und b-Linien®). Diese zusatzlichen 6 Frenet'schen Formeln sind
relativ kompliziert. Ich kenne sie eigentlich nur aus einer von mir selbst ausgearbeiteten und
1967 gedruckten Vorlesungsmitschrift meines akademischen Lehrers Prof. Fortak. Allerdings
habe ich flr den Spezialfall einer rein spharischen Krimmung die kompletten Formeln auch
in meinem Buch angegeben. AuRerdem habe ich dort den fur die Meteorologie wichtigen

2D - Spezialfall eines konstanten Binormalvektors b (d.h. fur ts=0) angegeben, diesmal
jedoch fur beliebige Krimmungen der Kurve in der Ebene. b ist hier identisch mit dem
konstanten Einheitsvektor in vertikaler Richtung relativ zu der als Tangentialebene gedachten
Erdoberflache. In dieser Ebene mussen nur noch die Gradienten

Vt = ot/osds + ot/on dn und Vn = on/osds + on/ondn

gebildet werden. Die hierzu benétigten Frenet'schen Formeln der s-Linien und der n-Linien
lauten:

ot/os=xsn ; 0Onlos = -kst

ot/on=xpn ; on/on=-kyt

Naturlich sind die Krimmungen der s- und n-Linien ortsabhangig (im Gegensatz zur
Krimmung der sphérischen Flache im 3D Raum). - Allgemein:

In allen Fallen werden Frenet'sche Formeln bendtigt, wenn man einen beliebigen Vektor a in
naturlichen (also krummlinigen) Koordinaten ableiten will. Im allgemeinen 3D-Fall
(Koordinaten s,n,b) ist ja

V = t(/ds)+n(@/on)+b (6/ob) und a = at+ayn + ayb,

so dass zur Bildung des Gradienten Va die Komponenten und die Basisvektoren
abzuleiten sind:

Va = t(0/0s) (a;it) + n (o/on) (att) + b (6/0b) (att)
+1t (0/0s) (ann) + n (o/on) (apn) + b (6/0b) (ann)

+1(0/0s) (apb) + n (o/on) (axb) + b (06/0b) (axb)

= t[t(dlos)a; +ac(o/os)t] + n [t (6/lon)a; + ai(d/on)t]+ b [t (0/ob)a; + a; (0/ob)t]

+t[n (6/0s)a, + an (0/0s)n] + ...



Es kommt also 9 Mal zur Anwendung der Produktregel und dadurch auch zur Anwendung
der Frenet'schen Formeln, die ja Komponentendarstellungen der vektoriellen Anderungen ot/
0s , ot/on, ..., onlos, ... in der urspringliche Basis t, n, b sind. - Mit

s,n,b=x;, 0lox;=0,, a, an, ap = a; und t, n, b =€

vereinfacht sich die obige Schreibarbeit sehr:

V=ed ;a=ae ; Va = (ed)(aex = ei[(dax)ex+ axdiey

In der obigen oberen Zeile stehen Vektoren, obwohl der Index i gebunden ist. Zwar gilt ajb;

a-b = Skalar, ai a=Vektor, ab; ab = Tensor (als dyadisches Produkt zwischen

Vektoren). Aber die Regel, wonach die Zahl der freien Indizes die Stufe des Tensors angibt,
gilt nur, wenn man ausschlief3lich Zahlen mit Indizes versieht. In der oberen Zeile jedoch
bezeichnet e; drei verschiedene Vektoren, und aie; ist nicht etwa ein Skalarprodukt wie a;b;,
sondern einfach die Entwicklung des Vektors a in der Basis e;. Entsprechend kann man
einen Tensor T in einer Tensorbasis entwickeln, welche aus neun Basistensoren e;ex
besteht, also aus allen mdglichen dyadischen Produkten der Vektorbasis e;. Diese

Entwicklung lautet T = Tieiex .

Auch Va ist als dyadisches Produkt ein Tensor, auch er muss in der Tensorbasis e;ex
darstellbar sein! Wie man allerdings an der obigen unteren Formelzeile sieht, gilt nicht die zu
T = Tikejex analoge Darstellung ,Va = diax ejec” . Diese Analogie ware nur dann gegeben,
wenn man in der dortigen eckigen Klammer die aus der Produktregel folgenden zweiten
Terme vernachlassigt hatte, d.h. wenn man die Ableitungen &;ex ignoriert hatte. Hier kommen
die Frenet'sche Formeln zum Zuge, und nur wenn ¢;ex = 0 ware, wenn also die s-, n- und b-
Linien nicht gekrimmt wéaren, (Kartesische Koordinaten), ware Va = diax ejex korrekt.

Bei gekrimmten Koordinatenlinien missen die dann nicht verschwindenden Vektoren

oiex in der Basis e, zerlegt werden. Jedem der 9 Vektoren d;ex missen also 3
Komponenten zugeordnet werden. Da die Vektoren selbst schon 2 Indizes haben, benétigen
die Komponenten dieser Zerlegung 3 Indizes. Zwei von ihnen (i,k) kennzeichnen den Vektor,
der zerlegt wird, und der dritte Index (m) kennzeichnet die Komponenten dieses Vektors in
der Basis. Die hier zustandigen Frenet'schen Formeln haben also die Form:

diex = Kikmem

Wiederum ist Kymem nicht etwa ein Tensor zweiter Stufe wegen der beiden ,freien Indizes®,
sondern es ist die Entwicklung eines Vektors, der seinerseits zwei Indizes besitzt! Einsetzen
dieser Frenet’schen Formeln in die obige eckige Klammer ergibt



Va = ei[(diax)ex+ akdiex] = ei[(dax) ek + ak Kikmem]
oder nach Indextausch m & kim letzten Term
Va = ei[(dak) ekt am Kimkex] = [diak+ am Kimk] €iex

Wie ich nun gelernt habe, wird es im Riemannschen Raum komplizierter, weil die
Koordinaten nicht nur krummlinig, sondern die Basissysteme auch schiefwinklig sind, und
weil nun D=4 ist. Die geniale “Erfindung” von ko- und kontravarianten Basissystemen (gi g')
und Koordinaten (a; a') ermdglicht es aber offenbar, fast ebenso fortzufahren wie bisher (ich
verzichte hier auf die sonst tblichen griechische Indizes):

V=90 ; a=ayg ~
Va = (9'8)@“g) = g'[ (8 a“) g+ a“digk]

Nun waren flur d;gx 4x4 = 16 ,Frenet’'sche Formeln* zu verwenden. Meine Vermutung ist nun,
dass die von den Frenet’'schen Formeln gelieferten Komponenten (bei der Entwicklung der

Vektoren 0igi in der Basis gx) gerade die Christoffelsymbole sind, also:

9k = T gm ~

Va = ¢'[(6ia" g+ a“oigk] = ¢'[ (6i@") g+ a“Tw™ gm] oder nach Indextausch m <> k
Va = g'[(@@) g+ a™Tim“gk] = [6i@“+a"Tin]1g'gx  oder in der Symbolik 6ia* =: a¥,;
Va = [ai+a"Tin*] g'gx = a“ig'gx

Die Berucksichtigung der Produktregel und der Frent'schen Formeln im jeweils zweiten
Faktor dieser Produktregel macht also aus der partiellen Ableitung a*; ,automatisch* die
kovariante Ableitung:

ak; = ak +a" Tk
Meine Vermutung wird entscheidend unterstitzt von H. K. Iben in seinem Taschenbuch
»rensorrechnung®, Teubner (1995), wo allerdings kein Bezug zu den Frent’'schen Formeln
erwahnt wird und auch keinen Kontext zur ART aufgebaut wird. Aber Iben bildet auf Seite
118 die Divergenz eines Vektors in beliebigen ortsabhéngigen Koordinaten und kommt dabei
zu dem Schluss: ,Die Christoffel-Symbole zerlegen die Ableitung der kovarianten
Basisvektoren nach den Koordinaten in Richtung der kontravarianten Basisvektoren“. Genau
das habe ich im obigen 6;gx = T'«" gm auch behauptet.



Zusammenfassung:

Entscheidend scheint mir zu sein, dass im Gegensatz zur entwickelten symbolischen Form
die Komponentenform (also die Indexform) den Nachteil hat, auf die ,Nennung“ der
Basisvektoren, auf welche sich die Komponenten beziehen, zu verzichten. Das kann aber
nur so lange gut gehen, wie man sich darauf verlassen kann, dass die Vektorbasis immer die
gleiche bleibt. Das ist jedoch nur in kartesischen Koordinaten, also hochstens im
Euklidischen Raum der Fall. Schon im ,natirlichen* Koordinatensystem der Hydrodynamik,
erst recht aber im Riemann’schen Raum, gilt das nicht. Zwar bleiben auch hier offenbar alle
algebraischen Operationen mit Vektoren und Tensoren in Indexschreibweise korrekt, wohl
deshalb, weil sich algebraische Operationen auf feste Zeiten und Orte beziehen. Wenn man
aber Vektoren oder Tensoren ableiten muss, sind auch die Basisvektoren betroffen, und da
diese in der Indexschreibweise gar nicht genannt werden, muss etwas ,schief gehen*.
Beharrt man trotzdem auf der Indexschreibweise, so muss man im Nachhinein ,tricksen*, d.h.
Zusatzterme (Christoffelsymbole) einfiihren, welche das Ergebnis der Ableitung wieder zu
einem Gebilde machen, welches die zu fordernde Transformationseigenschaft fir Tensoren
hat.

In den mir bekannten ART- Buichern wird fast ausschlief3lich die Indexschreibweise
verwendet und dabei gezeigt, dass sich a¥; nicht wie ein Tensor transformiert, dass man das
aber "korrigieren" kann durch additive Terme, welche Christoffelsymbole enthalten. Diese
werden oft erst nachtraglich geometrisch interpretiert durch Konzepte wie Parallel-
verschiebung, affine Konnexion 0.4.

Ich finde das etwas willkurlich, denn ich meine ja, dass die Christoffelsymbole ganz
automatisch entstehen bei der Ableitung des Tensors in der entwickelten symbolischen
Form, also des ganzen Tensors aus ortsabhangigen Komponenten und ortsabhangigen
Basisvektoren. Die dann wegen der Produktregel automatisch entstehenden additiven Terme
produzieren die Christoffelsymbole nach Anwendung der Frenet’'schen Formeln ganz
zwanglos und naturlich. Sie brauchen nicht mehr geometrisch gedeutet zu werden, denn
Frenet'sche Formeln berticksichtigen ja die Geometrie von vornherein, es sind schon
differentialgeometrische Formeln!



